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ABSTRACT
We prove that any simply connected nilpotent Lie group satisﬁes the qualitative
uncertainty principle.
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1. Introduction
Soit Rn muni de la mesure de Lebesgue λ et soit f une fonction λ-inte´grable.
Notons par :
Af = {x ∈ Rn : f(x) = 0} et Bf = {x ∈ Rn : fˆ(x) = 0},
ou` fˆ est la transforme´e de Fourier de f . Le but de ce travail est de ge´ne´raliser le
suivant re´sultat de Benedicks ([1]) :
The´ore`me 1.1. Si f ∈ L1(Rn) ve´riﬁe :
λ(Af ) < ∞ et λ(Bf ) < ∞,
alors fest nulle λ-presque partout.
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Soit G un groupe topologique, m une mesure de Haar sur G et μ la mesure de
Plancherel associe´e a` m.
Pour f ∈ L1(G) notons par :
Af = {x ∈ G : f(x) = 0}
Bf = {π ∈ Gˆ : fˆ(π) = 0}
On dit que le groupe G ve´riﬁe le principe d’incertitude qualitatif s’ il n’existe pas
de fonction m-inte´grable non nulle ve´riﬁant m(Af ) < ∞ et μ(Bf ) < ∞.
Dans ce papier on conside`re un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement
connexe G et on e´tablit qu’un tel groupe ve´riﬁe le principe d’incertitude qualitatif.
Pour cela on conside`re G son alge`bre de Lie et G∗ le dual de G et on utilise l’application
de Kirillov, qui identiﬁe l’ensemble Gˆ des classes d’e´quivalence des repre´sentations
unitaires irre´ductibles de G a` l’ensemble des orbites de G∗ sous l’action du groupe de
Lie G.
2. Notations et Ge´ne´ralite´s
2.1. Fonction module sur un groupe topologique
Soit G un groupe localement compact et E un ensemble. Pour toute application
f : G → E
et tout s de G, on notera par γ(s)f et δ(s)f les applications de G dans E de´ﬁnies
respectivement par :
γ(s)f(x) = f(s−1x) et δ(s)f(x) = f(xs).
Translate´es a` gauche et a` droite de f par s, il en re´sulte que
γ(st)f = γ(s)(γ(t)f) et δ(st)f = δ(s)(δ(t)f).
Etant donne´e une mesure de Haar μ sur G, on note par γ(st)μ et δ(s)μ les mesures
sur G images de μ par les home´omorphismes x → s.x et x → xs−1, γ(s)μ(f) =
μ(γ(s−1)f) et δ(s)μ(f) = μ(δ(s−1)f). On dit que la mesure est invariante a` gauche
(resp. a` droite) si pour tout s de G on a
γ(s)μ = μ (resp. δ(s)μ = μ).
Sur un groupe localement compact, il est clair que
γ(t)(δ(s)μ = δ(s)(γ(t)μ) = δ(s)μ.
Alors δ(s)μ est une mesure invariante a` gauche. Il existe un nombre unique note´
ΔG(s) > 0, tel que
δ(s)μ = ΔG(s)μ.
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Ce nombre est inde´pendant de la mesure choisie voir ([2, chap. 14]).
On dit que s → ΔG(s) est la fonction module sur G. En particulier, si A est
μ-integrable, As l’est aussi et μ(As) = ΔG(s)μ(A).
2.2. Rappels sur les repre´sentations des groupes de Lie nilpotents
2.2.1. Quelques ge´ne´ralite´s
Soit G un groupe topologique localement compact et Gˆ son dual topologique (qui
s’identiﬁe a` l’ensemble des repre´sentations unitaires irre´ductibles de G). Si G est muni
d’une mesure de Haar, alors
λ : G → L2(G)
donne´e par
λ(s)(f) = f(s−1x), f ∈ L2(G), x ∈ G
est dans Gˆ.
2.2.2. Repre´sentations induites.
Soit N un sous-groupe ferme´ de G, soit m (resp. mN ) une mesure de Haar sur G
(resp. N), soit ρ une repre´sentation de N dans Hρ ; nous allons de´ﬁnir la repre´sentation
induite de ρ sur G a` partir de N , note´e IndNG (ρ).
Soit E0 l’espace des fonctions continues φ de G dans Hρ ve´riﬁant :
(i) φ(sh) = ρ(h)−1φ(s)s ∈ G, h ∈ N ,
(ii) supp(φ) est compact modulo N .
Sur E0, le groupe agit par translation a` gauche. Soit ν une mesure quasi-invariante
sur G/H de poids c, cette mesure nous permet de de´ﬁnir une norme sur E0, de la
fac¸on suivante :
‖φ‖pp =
∫
G/N
‖φ(s)‖pHρ dν(s), φ ∈ E0.
Nous de´ﬁnissons des espaces de Banach Ep qui contiennent E0 (comme sous-espace
dense) et sur lequels G agit par des isome´tries.
Nous pouvons de´ﬁnir une action isome´trique, πp, 1 ≤ p < ∞ de G sur (E0, ‖ · ‖)
en posant
πp(s)φ(x) = c(s, x)1/pφ(s−1x) ∀x ∈ G/N,∀s ∈ G
Nous remarquons que πp est continue et isome´trique, si nous de´signons par Ep le
comple´te´ de E0 pour la norme ‖ · ‖p.
Nous obtenons une repre´sentation isome´trique πp de G dans l’espace Ep. Si p = 2,
cette repre´sentation sera note´e π2 = IndNG (ρ).
Remarque 2.1. Si ρ est la repre´sentation triviale sur N , alors E0 est l’ensemble des
fonctions continues constantes sur les classes suivant N .
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2.3. Repre´sentation adjointe d’un groupe de Lie
Soit G un groupe de Lie, G son alge`bre de Lie et G∗ l’espace dual de G. Le groupe G
agit sur G par la repre´sentation adjointe
ad(g) : G −→ G,
ou` ad(g) est la diﬀe´rentielle de l’automorphisme inte´rieur ig (ig(h) = ghg−1) en
l’e´le´ment unite´ de G et agit sur G∗ par la K-repre´sentation ou repre´sentation co-
adjointe K :
K(g) : G∗ −→ G∗, 〈K(g) · F,X〉 = 〈F, ad(g−1) ·X〉 ∀X ∈ G.
Notons par O(G) l’ensemble des orbites du groupe de Lie dans la K-repre´sentation,
muni de la topologie quotient de la topologie naturelle dans G∗.
On sait que toute orbite est munie d’une structure de varie´te´ symplectique ho-
moge`ne.
Soit H un sous groupe normal (de codimension 1) de G, donc le groupe G est
un produit semi-direct de H et d’un certain sous groupe S isomorphe a` R [3]. Nous
de´signons par la suite μ1 la mesure de Haar sur H et par λ celle de Lebesgue sur R.
3. Principe IQ pour les groupes de Lie nilpotents.
Dans cette partie nous montrons que tous les groupes de Lie nilpotents ve´riﬁent le
principe d’incertitude qualitatif. Pour ceci nous utilisons la relation reliant la mesure
de Plancherel sur G et celle sur son sous-groupe de´rive´ due a` Garimella [4], et le
re´sultat de de´sinte´gration des repre´sentations due a` Baklouti et Ludwig [8].
3.1. Transforme´e de Fourier
En utilisant [6], nous de´ﬁnissons la transforme´e de Fourier a` valeurs ope´rateurs.
Soit F ∈ G∗, il existe une suite de sous-alge`bres de Lie Gj de G telles que :
(i) dimGj = m− j,
(ii) G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gm = (0),
(iii) [G,Gj ] ⊂ Gj+1
ou` G1 est une polarisation en F [7]. Soit χF le caracte`re de´ﬁni sur G1 par
〈χF , exp(X)〉 = ei〈F,X〉 ∀X ∈ G1
On de´ﬁnit par induction une repre´sentation πF de G par
πF = IndGG1 πF1 ou` πF1 ∈ Gˆ1.
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Pour tout f ∈ C∞c (G) et πF ∈ Gˆ, on de´ﬁnit la transforme´e de Fourier ope´rateur
par
fˆ(πF ) =
∫
G
f(g)πF (g) dg.
Remarque 3.1. On pose F s = K(exp(−sX)) · F , alors
πF s(g) = πF (exp(sX)g exp(−sX)).
Soient F dans G et F1 la restriction de F a` G1, notons par πF1 la repre´sentation
de G1. Soit μ1 la mesure de Haar sur G1, d’ou` on de´duit il existe une mesure quasi-
invariante sur G/G1.
Soit E l’espace de toutes les fonctions sur G ve´riﬁant :
(i) φ(g.g1) = π(g1)φ(g),
(ii)
∫
G/G1
|φ(s)| dλ(s) < ∞.
La repre´sentation induite, note´e par πF = IndGG1 πF1 , est donne´e par
πF (g)φ(x) = φ(g.x) ∀x ∈ G/G1, g ∈ G, φ ∈ E.
Mais E est isomorphe a` L2(R · X) ≈ L2(R), ou` X est un e´le´ment de G/G1. Soit
φ conside´re´e comme e´le´ment de L2(R) et calculons fˆ(πF )φ au point exp(sX), ou`
φ ∈ L2(R) :
fˆ(πF )φ(exp(sX)) =
∫
G
f(g)πF (g)φ(exp(sX)) dg
=
∫
G
f(g)φ(exp(sX · g) dg
=
∫
R
∫
G1
f(h · exp(tX))φ(exp(sX) · h · exp(tX)) dt dh)
=
∫
R
∫
G1
f(h · exp(tX))φ(exp(sX) · h
· exp(−sX) exp((s + t)X)) dt dh.
Posons f t(h) = f(h · exp(tX)). D’apre`s la remarque 3.1 on a
fˆ(πF )φ(exp(sX)) =
∫
R
fˆ t(πF1s)φ(exp((s + t)X) dt. (1)
Lemme 3.2. f ∈ Ker(πF ) si et seulement si f t ∈ Ker(πF s1) pour tout s ∈ R et pour
presque tout t ∈ R.
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De´monstration. Soit Ker(πF ) le noyau de la repre´sentation πF de G. Si f ∈ Ker(πF ),
et pour tout φ on a d’apre`s la formule (1),
∫
R
fˆ t(πF s1)φ(exp((s + t)X)) dt = 0
ce qui implique que pour presque tout t ∈ R, fˆ t(πF1s) = 0, ∀s ∈ R et f t est dans
Ker(πF1s).
Re´ciproquement pour presque tout t et tout s dans R, si fˆ t ∈ Ker(πF s1), alors
fˆ(πF ) = 0, ce qui montre que f est dans le noyau de πF .
Remarque 3.3. On peut traduire le lemme 3.2, en termes de Bf et Bft de la manie`re
suivante :
πF ∈ Bf ⇐⇒ πF1s ∈ Bft pour presque tout t et ∀s ∈ R.
3.2. Mesure de Plancherel sur le dual topologique
Soit G un groupe de Lie nilpotent, simplement connexe d’alge`bre de Lie G, G∗
son dual. Soit B = {X1, . . . , Xn } une base de G et B∗ = {X∗1 , . . . , X∗n } la base
duale de G∗. Soit F ∈ G∗ de classe maximale, il lui correspond une orbite, sous
l’action de G, OF = Ad∗(G) · F de dimension maximale 2k. Soit r = n − 2k et 2k
indices { i1, . . . , i2k} ⊆ {1, . . . , n } et les r indices { d1, . . . , dr } qui restent. Conside´rons
B∗d = {X∗d1 , . . . , X∗dr }, Wd l’espace engendre´ par B∗d qui correspond bijectivement a`
Gˆ. Donc la mesure de Plancherel sur Gˆ est donne´e, a` l’aide de la mesure de Lebesgue
dm sur Wd, par
dμ = |Pf(F )| dm,
ou` Pf(F ) est le Pfaﬃan de F , F ∈ Wd.
Soit une suite
0 = Gn ⊂ Gn−1 ⊂ · · · ⊂ G1 ⊂ G0 = G
d’ ide´aux de G telle que la dimension de Gi soit i pour tout i ∈ { 1, . . . , n }. On note
GF le radical de F dans G.
Soit G1 le sous-groupe analytique de G d’alge`bre de Lie G1. G1 est un sous-groupe
de codimension 1 de G, et utilisons la relation entre la mesure de Plancherel sur G et
celle sur G1, due a` G. Garimella [4, section 3]. On distingue deux cas :
1er cas : Si GF ⊂ G1 ∀F ∈ Wd, dμ1 = q(F )dμdFj1 .
2e`me cas : Si GF ⊂ G1 dμ = dμ1 × dF1.
3.3. The´ore`me
Avant d’e´noncer le re´sultat principal de ce papier, nous donnons un lemme. Soit
f une fonction μ-inte´grable, soit G1 un sous-groupe normal de G muni d’une mesure
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μ1. Alors, il existe une mesure quasi-invariante ν sur G/G1 telle que
∫
G
f(g) dμ(g) =
∫
G/G1
∫
G1
f(gn) dμ1(n) dν(g).
Notons par :
Afg = {n ∈ G1 : fg(n) = 0 }
Lemme 3.4. Si μ(Af ) est ﬁni, alors μ1(Afg ) est ﬁni pour presque tout g ∈ G/G1.
De´monstration. Calculons μ(Af ). Comme
μ(Af ) =
∫
G
1Af (g) dμ(g)
=
∫
G/G1
∫
G1
1Afg (n)dμ1(n) dν(g)
=
∫
G/G1
μ1(Afg ) dν(g) < ∞,
alors μ1(Afg ) est ﬁni μ1-presque partout et pour presque tout g ∈ G/G1.
The´ore`me 3.5. Tout groupe de Lie G simplement connexe et nilpotent ve´riﬁe le
principe d’incertitude qualitatif.
De´monstration. Raisonnons par induction sur la dimension p de G.
Si p = 1, alors G est isomorphe a` R et le re´sultat est vrai.
Soit G un groupe de dimension p et supposons que l’aﬃrmation soit pur tout
groupe de dimension k < p. Soit F un e´le´ment du dual G∗ de G et soit H une sous
alge`bre de G subordonne´e a` F . Soit B = {X1, . . . , Xr } une base de Malcev relative
a` H. Le sous espace G1 engendre´ par H, X1, . . . , Xr−1 est un ide´al de codimension
1 de G et {X1, . . . , Xr−1} est une base de Malcev de G1 relative a` H. Donc G1, le
sous-groupe analytique de G, d’alge`bre de Lie G1, est un sous-groupe de Lie nilpotent
connexe et simplement connexe. Supposons que m(Af ) et μ(Bf ) soient ﬁnis. D’apre`s
le lemme 3.4, pour presque tout t, m1(Aft) est ﬁni. Pour conclure, il reste a` montrer
que μ1(Bft) est ﬁni. Pour ceci on distingue deux cas :
(i) Les G-orbites sont sature´es par rapport a` G1⊥, donc pour presque tout φ de
G∗. Soit φ0 restriction de φ a` G∗1 , πφ = IndGG1 πφ0 est irre´ductible. D’apre`s
[8, proposition 2.5] on a
∫ ⊕
G∗1
IndGG1 πφ0 dλG1(φ0) 
∫ ⊕
G∗
πφ dλG∗(φ)
ou` λG∗ est la mesure de Lebesgue sur G∗ et λG∗1 est celle sur G∗1
283 Revista Matema´tica Complutense
2004, 17; Nu´m. 2, 277–285
B. Bouali/M. Hemdaoui Principe d’incertitude qualitatif pour les groupes de Lie nilpotents
De cette formule et vu la forme de Xr on conclut que l’application
φ −→ φ0
est un isomorphisme respectant les mesures λG1∗ et λG∗ , donc
μ1(Bft) = μ(Bf ) < ∞
Appliquons l’hypothe`se de induction ; f t est nulle m1-presque partout, et par
suite f est nulle m-presque partout sur G.
(ii) Les G-orbites ne sont pas sature´es par rapport a` G1⊥. Choisissons pour chaque
φ0 de G1∗ l’extension φ de´ﬁnie par φ(Br) = 0. Ceci nous donne
indGG1πφ0 
∫ ⊕
R
πφ0+sB∗r ds,
d’ou` μ(Bf ) =
∫
R
μ1(Bft) dt < ∞.
Donc pour presque tout t ∈ R, μ1(Bft) est ﬁnie. D’apre`s l’hypothe`se de re´cu-
rrence pour presque tout t ∈ R, on a f t = 0. Donc f est nulle pour presque tout
h ∈ G1 et pour presque tout t ∈ R, ce qui se traduit par f est nulle m-presque
partout sur G.
Remarque 3.6. Le the´ore`me n’est pas vrai si on remplace L1(G) par l’espace des
distributions tempe´re´es sur G.
En eﬀet, soit T la distribution sur G de´ﬁnie par :
T = Σγ∈Γδγ ,
ou` Γ est un sous-groupe discret central de G, et δγ est la distribution de Dirac en γ.
En appliquant la formule de Poisson [5], on obtient :
Tˆ = Σγ∈Γδ2πγ .
Nous remarquons que AT et BT ont des mesures ﬁnies nulles, pourtant la distri-
bution T est non nulle.
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